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Как известно, при обтекании крыла могут возникнуть такие неже­
лательные явления, снижающие его аэродинамические характеристики, 
как отрыв пограничного слоя (ПС) и переход ламинарного ПС в турбу­
лентный . При отрыве ПС падает коэффициент подъемной силы и воз­
растает коэффициент сопротивления. В турбулентном ПС напряжение 
трения на порядок больше, чем в ламинарном, поэтому при раннем пе­
реходе ламинарного ПС в турбулентный сопротивление также велико . 
Для предотвращения этих явлений применяются различные устройства 
управления ПС, одним из которых является его отсос внутрь обтекаемо­
го тела [1]. При выборе определенного режима отсоса удается избежать 
отрыва и перехода ламинарного ПС в турбулентный. Однако чрезмер­
ное увеличение количества отсасываемой Жидкости невыгодно экономи­
чески, так как при этом значительная часть мопnюсти , сэкономленной 
благодаря уменьшению сопротивления, расходуется на отсасывание. В 
связи с этим весьма важно определить минимальное количество от­
сасываемой жидкости, достаточное для сохранения ПС ламинарным и 
безотрывным . Ниже исследована такая проблема для случая обтекания 
крылового профиля. 
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Для фиксированного угла атаки и заданной скорости v00 набегающе­
го потока на бесконечности (рис . 1, а) , решив прямую краевую задачу 
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аэрогидродинамики, найдем распределение скорости на контуре профи­
ля. По распределению скорости и(s),s Е (0,1) (рис. 1, б) на верхней 
части контура профиля (от точки А разветвления потока до точки В 
схода потока), где l - длина этой части, решив задачу расчета ПС, опре­
делим точку s, (separation - отрыв) отрыва ПС и точку s1 (transition -
переход) перехода ламинарного ПС в турбулентный. Для предотвраще­
ния отрыва и перехода ПС реализуем на участке ( sn, sm) верхней части 
контура профиля отсос ПС со скоростью v0(s) <О. 
Требуется определить границы sn , Sm этого проницаемого у-частка 
и функцию i•0 ( s) так, -чтобы расход q = - I:.m v0 ( s )ds был минима.аьным 
при условии отсутствия отрыва и перехода ПС. 
Задачу будем решать в безразмерных переменных. Все скорости от­
несем к v00 , а линейные размеры - к длине l верхней части контура 
профиля. Тогда число Рейнольдса будет Re = v00l/11, где /1 - кинема­
тический коэффициент вязкости. Точки s, отрыва ПС и s1 перехода ПС 
есть функционалы, зависЯIЦие от координат sn и sm концов проницаемо­
го участка и скорости отсасьmания, которые нельзя выписать в явном 
виде. Будем находить Sn и Sm из решения задачи расчета ПС. При на­
личии на профиле отрыва и перехода ПС функционалы s, и s1 будут 
принимать значения в интервале (О, 1), а случаю s, = 1, s1 = 1 будет 
соответствовать безотръmное обтекание профиля с чисто ламинарным 
ПС . Задачу будем решать численно, поэтому, используя конечномер­
ную аппроксимацию функции v0(s) функцией vo(s, С1 , •. . Ck), зависящей 
от параметров С1 , ... , Ck (например, отрезком ряда Фурье или полино­
мом), перейдем к задаче оптимизации функции нескольких переменных: 
требуется опреде.аить минимум функции 
(1) 
при условии распо.аожения проницаемого у-частка на верхней поверх­
ности крылового профиля 
О~ Sn ~ Sm ~ 1 (2) 
и услови.нх отсутствия отрыва и перехода ПС 
(3) 
Численное решение задачи содержит два этапа: расчет ПС и мини­
мизацию функции нескольких переменных (1). 
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Расчет пограничного слоя. Для этого был использован метод 
Эпплера [2], основанный на интегрировании системы двух дифферен­
циальных уравнений (уравнения импульсов и уравнения энергии): 
(4) 
где 81 - тоmцина вытеснения, 82 - тоmцина потери импульса, 8з - тол­
щина потери энергии, Н12 = 81/82, Нз2 = 8з/82 - формпараметры, С/ -
коэффициент трения, Cd - коэффициент диссипации энергии, и( s) - ско­
рость внешнего потока. Для замыкания системы(??), содержащей два 
уравнения и пять неизвестных 82, Н12, Нз2, с1, cd, введем три уравнения 
связи: 
Cf = с1(Нз2, V, 82), 
Явный вид этих уравнений различен для разных видов ПС - лами­
нарного и турбулентного. Критерий безотрывности течения в методе 
Эпплера записывается в виде 
(5) 
где НЭ2 = 1, 515 для ламинарного ПС и НЗ2 = 1, 46 для турбулентного 
ПС, а критерий перехода - в виде 
ln ReJ ;::: 18, 41J32 - 21, 74 + 125m(H32 - 1, 573)2 - О, 36r, (6) 
Re.r = иб2/v - местное число Рейнольдса, r - параметр, учитывающий 
влияние шероховатости и начальной турбулентности потока на пере­
ход ПС (r =О соответствует идеально гладкой поверхности и нулевой 
начальной турбулентности потока, для поверхности крыловых профи­
лей принимается r = 1). При т =О критерий (6) называется обычным 
критерием перехода, а при m = 1 - модифицированным. 
Минимизация функции нескольких переменных. Требуется 
определить минимум функции 
q(x)--+ min, (7) 
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где х = (sn, sm, С1, ... , С1с) - вектор переменных, при наличии всех или 
части следующих ограничений типа равенств и неравенств : 
h1(x) = s,(x) - 1 =О, h2(x) = St(x) - 1 =О, 
(8) 
91(х) = -Sn ~ О, 92(х) = Sn - Вт ~ О, g3(x) =Вт - 1 ~О. 
Для численного решения этой задачи удобно перейти к задаче безуслов­
ной оптимизации . Рассмотрим функцию 
Nh N, 
q•(x) = q(x) + L: a;h;2(x) + L: µ; max(O, g;(x)) -t min, 
i=l j=l 
где ограничения учитываются в виде штрафов, а Nh ~ 2 и N9 ~ 3 - их 
количество . Коэффициенты а; и µ; называются штрафными коэффици­
ентами . Видно, что если взять их достаточно большими, то функция 
q•(x) будет принимать малые значения при выполнении условий (8), 
причем минимум функции q•(x) будет совпадать с минимумом функ­
ции q(x), и найденное нами значение будет решением задачи (7) - (8) . 
Для оптимизации функции (9) использовался следующий подход. 
Направление спуска выбиралось по методу Хука-Дживса (см. (3]), не 
использующему дифференцирования, так как функции h;(x), i = 1, 2, 
недифференцируемы. Этот метод позволяет хорошо оптимизировать 
функции овражного типа, к классу которых и относится функция (9) . 
Для одномерной оптимизации вдоль выбранного направления использо­
вался метод золотого сечения (см. (3]). 
Результаты численных расчетов. Скорость отсасывания пола­
галась постоянной вдоль всего проницаемого участка, границы участка 
можно было варьировать. Расчеты проведены для двух случаев: 
1. Nh = 2 - предотвращение и отрыва, и перехода ПС (условия (8)); 
2. Nh = 1 - предотвращение только отрыва ПС (первое из условий 
(8)). 
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Рис. 2 
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Ниже приведены результаты расчетов для трех распределений ско­
ростей по верхней части контура профиля. В первом случае взято рас­
пределение скорости по профилю Жуковского (рис. 2, а) , во втором 
- гидродинаминамически целесообразное распределение скорости (см . 
[4]) (рис. 2, б; здесь отсутствует отрыв ПС, но есть переход). В третьем 
случае (рис. 2, в) взято распределение скорости с участком резкого паде­
ния скорости, на котором возникают отрыв и переход ПС. Результаты 
расчетов приведены в таблицах. В столбце va.r указаны переменные , 
по которым ведется оптимизация. В первых строках таблиц приведены 
результаты расчетов, когда концы проницаемого участка sn и Sm фикси­
рованы, а скорость отсасывания v0 может меняться, во вторых строках 
- результаты расчетов, когда Sm и vo фиксированы, а Sn варьируется, в 
третьих - когда варьируются Sn и v0 , в четвертых - когда варьируются 
все три величины sn, Sm и vo. 
Пример 1. s1 =О,549; s, =О, 923 
N11=1 
var Sn Sm v0 * lOJ q * 103 
vo 0,4 1 -4,59 2,75 
·-
s" 0,803 . 1 -5 0,986 
Sn , vo 0,706 1 -2, 74 0,807 
Sn, Sm, vo 0,759 0,885 -5, 16 0,653 
N1,=2 
var Sn Sm vo * 103 q * 103 
Vo 0,4 1 -4,87 2,92 
Sn 0,441 1 -5 2,74 
sn, vo 0,549 1 -5,5 2,48 
Sn, Sm, Vo 0,549 1 -5,5 2,48 
Пример 2. St =О, 412; s, = 1 
var Sn Sm Vo * 103 q * 103 
Vo 0,4 1 -3, 1 1,85 
Sn 0,412 1 -5 2,94 
Sn, VQ 0,342 1 -2,34 1,54 
Sn, Sm, Vo 0,313 0,902 -2,26 1,33 
158 
Тру11ы Математического центра имени НИ.Лобачевского 
Пример 3. St = О, 9; s, = О, 903 
Nh = 1 
var Sn Sт Vo * 103 q * 103 
Vo о 1 -5,52 5,52 
Bn 0,221 1 -10 7,79 
Sn, Vo 0,316 1 -5,82 3,98 
Bn, Вт, Vo 0,309 0,946 -5,91 3,76 
var Sn Вт Vo * 103 q * IOJ 
Vo о 1 -8 8 
Sn 0,221 1 -10 7,79 
Sn, Vo 0,273 1 -8,07 5,86 
Вт sт, Vo 0,272 0,984 -8,06 5,74 
Из анализа полученных результатов сделаны следующие выводы: 
1. Для предотвращения только отрыва ПС необходимо отсасывать 
гораздо меньшее количество жидкости, чем для предотвращения и от­
рыва, и перехода. 
2. Отсос выгодно начинать не непосредственно с точки отрыва или 
перехода ПС, а несколько раньше. 
3. При наличии на профиле участков резкого падания скорости вы­
годнее отсасывать ПС с небольшой скоростью почти по всей длине верх­
ней поверхности крылового профиля, чем осуществлять отсос с большой 
интенсивностью через короткий проницаемый участок. 
Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ, проект N 96-
01-00112, а также РФФИ и ННИО (Германия), проект N 96-01-00070. 
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